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i Qué es una variedad subriemanniana?

Definicidon

Una variedad subriemanniana (M, A, g) consta de:
@ Una variedad diferenciable conexa M.
@ Una métrica de Riemann g sobre M.

@ Una distribucién A C T(M) cumpliendo la condicién de Hérmander.

Nos interesan las curvas y(t) en M tales que 7/ € A.
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El problema isoperimétrico en R?

a(t) = (x(t), y(t)) curva en R? con o(0) = (0,0).
o Longitud:

E(a):/0T||o/(t)Hdt:/OT\/X’(t)Q—i—y’(t)Zdt.

@ Area:

Problemas

e Fijada £, maximizar A.

e Fijada A, minimizar L.
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El problema isoperimétrico en R?

Las soluciones de ambos problemas son arcos de circunferencia:

a(t)

A<O0
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El grupo de Heisenberg G = R3

e Idea: levantar curvas planas a R3 con una coordenada “4rea”.

m: (x,y,2) €R® = (x,y) € R,

Propiedad fundamental de G

Las geodésicas de G se corresponden (mediante 7) con las soluciones del
problema isoperimétrico.

a(t) = (x(t), y(t)) curva en R? con «(0) = (0,0). La levantamos a R® con

1

A0-3 [ X5}y (s) — y(s)X(s)ds.

Luego,

2(8) = S [x(8)y (1) ~ y(IX(0)].
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El grupo de Heisenberg G = R3

1
o {=dz— E(xdy — ydx). A = ker&.
e A =Span{X, Y}, donde

— 0 _yo
X_6x 2 0z

_ 0 x 0
Y=25 25

_ 9
=5

o [X,Y]=2Z [X,Z]=][Y,Z]=0.
@ Damos a G la métrica g tal que X, Y, Z son ortonormales.
e Sid €A,

L(a) = Laz(r o ).



La distribucion A
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Condicion de Hormander

Definicion

A C T(M) satisface la condicién de Hormander si

[Lie(F(A))], = To(M), Vpe M.

Definicidon

| A\

v: [a, b] = M es una curva horizontal si:
@ ~ es absolutamente continua.
Q 7/(t) € Ay () para casi todo t € [a, b].
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Distancia de Carnot-Carathéodory

(M, A, g) variedad subriemanniana, p,q € M:
dcc(p, q) = inf{L(7): v curva horizontal de p a g}.

i0JO! dcc(p, q) > dg(p, q).

Teorema de Chow

M conexa, A C T(M) Hormander — para todo p,q € M existe 7y
horizontal (C* a trozos) de p a q.

Corolario

| N\

(M, dcc) es un espacio métrico y la topologia inducida por dcc es igual a
la topologia de la variedad.
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Chow vs. Frobenius

A C T(M) es involutiva si:

X,Y eT(A) = [X,Y]eT(A).

Teorema de Frobenius

A involutiva = por cada p € M pasa una variedad integral, y
A, ={q € M: existe v, C* a trozos de p a q con 7' € A}

es la variedad integral maximal de A por p.
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G como grupo de Lie

Operacién en G

1
(x,y,2)- (x',y',2') = (X +xy+y.z+2+ §[Xy’ - yX'])

@ Las traslaciones por la izquierda preservan X,Y,Z = son
isometrias.
e g=Span{X,Y,Z}.

o G es isomorfo a

Nil(3) = {

o o =
O = X

z
y|:xyze R} < GL(3,R).
1
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Geodésicas de G que empiezan en (0,0, 0)

e Circunferencias con centro en el eje x + recta x = 0.

cos(kt) — 1 sin(kt)

2
1/1(k,t):< ) ) keR,Ogtgﬁ.

e Centro: (—1,0). Radio: ﬁ ¥(0,t) = (0, t).
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Geodésicas de G que empiezan en (0,0, 0)

e Rotaciones de dngulo 6§ € R/27Z:

cosf —sin@\ [kt

e Calculamos z(0, k, t).

z(0, k, t) =A(y(0, k, ')|[O,t])

X(ea k7s)al(0’ ka S) - y(ea ka S)%

1
2 0s

S~

(0, k,s)ds



Geodésicas de G que empiezan en (0,0, 0)
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In [12]: M show(z)
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Geodésicas de G que empiezan en (0,0, 0)

In [11]: M z(T)=(1/2)*integral(x(t)*y.diff(t)-y(t)*x.diff(t),t,0,T)

In [12]: M show(z)

T (Tcos (a)2 + T'sin (11)2)k - (cos (a)2 + sin (a)z) sin(Tk)
-

2k? -
In [13]: M show(z.full_simplify())
Tk — sin(Tk)
2k -

(0, k, t) _ cos 0(cos(kt) —;) — sin fsin(kt)

sin @(cos(kt) — 1) + cos @ sin(kt
(0, ko ) =S Cos(k) =) (kt)

kt — sin(kt)

z(0,k, t) = 2



Geodésicas de G que empiezan en (0,0, 0)




Las geodésicas no son unicas







Dilataciones en G

Dilatacién de factor A > 0

5)\(X7y72):()‘x7)‘y7)‘22)7 (X,y,Z)EG.




Dilataciones en G

Dilatacién de factor A > 0

5)\(X7y72):()‘x7)‘y7)‘22)7 (X,y,Z)EG.

o dcc(dx(p),0x(q)) = Adcc(p, 9)-



Dilataciones en G

Dilatacién de factor A > 0

5)\(X7y72):()‘x7)‘y7)‘22)7 (X,y,Z)EG.

o dcc(dx(p),0x(q)) = Adcc(p, 9)-
® Bee(p, R) = Lp(6r(Bcc(0,1))).



Dilataciones en G

Dilatacién de factor A > 0

5)\(X7y72):()‘x7)‘y7)‘22)7 (X,y,Z)EG.

o dcc(0a(p); 0A(q)) = Adcc(p, q)-
) Bcc(p, R) = Lp((SR(BCC(O’ 1)))
o Como detd(Lg)p, =1y detd(dy)p, = A\*

#(Bcc(p, R)) = R*iu(Bcc(0,1)).



Dilataciones en G

Dilatacién de factor A > 0

5>\(X,y,z)=()\x,)\y,)\22), (X,y,Z)EG.

o dcc(0a(p); 0A(q)) = Adcc(p, q)-
) Bcc(p, R) = Lp((SR(BCC(O? 1)))
o Como detd(Lg)p, =1y detd(dy)p, = A\*

#(Bcc(p, R)) = R*iu(Bcc(0,1)).

Teorema

La dimensién de Hausdorff del grupo de Heisenberg es
dimH G =4.
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