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¿Qué es una variedad subriemanniana?

Definición

Una variedad subriemanniana (M,∆, g) consta de:

Una variedad diferenciable conexa M.

Una métrica de Riemann g sobre M.

Una distribución ∆ ⊆ T (M) cumpliendo la condición de Hörmander.

Nos interesan las curvas γ(t) en M tales que γ′ ∈ ∆.
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El problema isoperimétrico en R2

α(t) = (x(t), y(t)) curva en R2 con α(0) = (0, 0).

Longitud:

L(α) =

∫ T

0
||α′(t)||dt =

∫ T

0

√
x ′(t)2 + y ′(t)2dt.

Área:

A(α) =
1

2

∫ T

0
x(t)y ′(t)− y(t)x ′(t)dt.

Problemas

Fijada L, maximizar A.

Fijada A, minimizar L.
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Las soluciones de ambos problemas son arcos de circunferencia:
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El grupo de Heisenberg G = R3

• Idea: levantar curvas planas a R3 con una coordenada “área”.

π : (x , y , z) ∈ R3 7→ (x , y) ∈ R2.

Propiedad fundamental de G
Las geodésicas de G se corresponden (mediante π) con las soluciones del
problema isoperimétrico.

α(t) = (x(t), y(t)) curva en R2 con α(0) = (0, 0). La levantamos a R3 con

z(t) =
1

2

∫ t

0
x(s)y ′(s)− y(s)x ′(s)ds.

Luego,

z ′(t) =
1

2
[x(t)y ′(t)− y(t)x ′(t)].
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El grupo de Heisenberg G = R3

ξ = dz − 1

2
(xdy − ydx). ∆ = ker ξ.

∆ = Span{X ,Y }, donde
X = ∂

∂x −
y
2
∂
∂z

Y = ∂
∂y + x

2
∂
∂z

Z = ∂
∂z

[X ,Y ] = Z , [X ,Z ] = [Y ,Z ] = 0.

Damos a G la métrica g tal que X ,Y ,Z son ortonormales.

Si α′ ∈ ∆,
Lg (α) = LR2(π ◦ α).
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La distribución ∆



Condición de Hörmander

Definición

∆ ⊆ T (M) satisface la condición de Hörmander si

[Lie(Γ(∆))]p = Tp(M), ∀p ∈ M.

Definición

γ : [a, b]→ M es una curva horizontal si:

1 γ es absolutamente continua.

2 γ′(t) ∈ ∆γ(t) para casi todo t ∈ [a, b].
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Distancia de Carnot-Carathéodory

(M,∆, g) variedad subriemanniana, p, q ∈ M:

dCC (p, q) = ı́nf{L(γ) : γ curva horizontal de p a q}.

¡OJO! dCC (p, q) ≥ dg (p, q).

Teorema de Chow

M conexa, ∆ ⊆ T (M) Hörmander =⇒ para todo p, q ∈ M existe γ
horizontal (C∞ a trozos) de p a q.

Corolario

(M, dCC ) es un espacio métrico y la topoloǵıa inducida por dCC es igual a
la topoloǵıa de la variedad.
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Chow vs. Frobenius

∆ ⊆ T (M) es involutiva si:

X ,Y ∈ Γ(∆) =⇒ [X ,Y ] ∈ Γ(∆).

Teorema de Frobenius

∆ involutiva =⇒ por cada p ∈ M pasa una variedad integral, y

Ap = {q ∈ M : existe γ, C∞ a trozos de p a q con γ′ ∈ ∆}

es la variedad integral maximal de ∆ por p.



Chow vs. Frobenius

∆ ⊆ T (M) es involutiva si:

X ,Y ∈ Γ(∆) =⇒ [X ,Y ] ∈ Γ(∆).

Teorema de Frobenius

∆ involutiva =⇒ por cada p ∈ M pasa una variedad integral, y

Ap = {q ∈ M : existe γ, C∞ a trozos de p a q con γ′ ∈ ∆}

es la variedad integral maximal de ∆ por p.



G como grupo de Lie

Operación en G

(x , y , z) · (x ′, y ′, z ′) =

(
x + x ′, y + y ′, z + z ′ +

1

2
[xy ′ − yx ′]

)

Las traslaciones por la izquierda preservan X ,Y ,Z =⇒ son
isometŕıas.

g = Span{X ,Y ,Z}.
G es isomorfo a

Nil(3) =

{1 x z
0 1 y
0 0 1

 : x , y , z ∈ R

}
≤ GL(3,R).
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g = Span{X ,Y ,Z}.

G es isomorfo a

Nil(3) =

{1 x z
0 1 y
0 0 1

 : x , y , z ∈ R

}
≤ GL(3,R).



G como grupo de Lie

Operación en G

(x , y , z) · (x ′, y ′, z ′) =

(
x + x ′, y + y ′, z + z ′ +

1

2
[xy ′ − yx ′]

)
Las traslaciones por la izquierda preservan X ,Y ,Z =⇒ son
isometŕıas.
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Geodésicas de G que empiezan en (0, 0, 0)

• Circunferencias con centro en el eje x + recta x = 0.

ψ(k , t) =

(
cos(kt)− 1

k
,

sin(kt)

k

)
, k ∈ R, 0 ≤ t ≤ 2π

|k|
.

• Centro:
(
− 1

k , 0
)
. Radio:

1

|k|
. ψ(0, t) = (0, t).
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Geodésicas de G que empiezan en (0, 0, 0)

• Rotaciones de ángulo θ ∈ R/2πZ:

ψ(θ, k, t) =

(
cos θ − sin θ
sin θ cos θ

)( cos(kt)−1
k

sin(kt)
k

)

• Calculamos z(θ, k , t).

z(θ, k , t) =A(ψ(θ, k , ·)|[0,t])

=
1

2

∫ t

0
x(θ, k , s)

∂y

∂s
(θ, k , s)− y(θ, k , s)

∂x

∂s
(θ, k , s)ds

= . . .
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Geodésicas de G que empiezan en (0, 0, 0)

x(θ, k , t) =
cos θ(cos(kt)− 1)− sin θ sin(kt)

k

y(θ, k , t) =
sin θ(cos(kt)− 1) + cos θ sin(kt)

k

z(θ, k , t) =
kt − sin(kt)

2k2



Geodésicas de G que empiezan en (0, 0, 0)



Las geodésicas no son únicas



Bolas en G



Dilataciones en G

Dilatación de factor λ > 0

δλ(x , y , z) = (λx , λy , λ2z), (x , y , z) ∈ G.

dCC (δλ(p), δλ(q)) = λdCC (p, q).

BCC (p,R) = Lp(δR(BCC (0, 1))).

Como det d(Lg )p = 1 y det d(δλ)p = λ4,

µ(BCC (p,R)) = R4µ(BCC (0, 1)).

Teorema

La dimensión de Hausdorff del grupo de Heisenberg es

dimH G = 4.
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